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ALGEBRA

Capitolul I. Multimi. Multimea numerelor
naturale.

1. Multimi: descriere, notatii, reprezentari. Multimi
numerice/nenumerice. Relatia dintre un element si o
multime.

Exercitiul 3, pagina 12

b) Observam faptul ca elementele multimii sunt numere naturale patrate
perfecte mai mici sau egale cu 81. Aceste numere reprezintd rezultatul Inmultirii
unui numar cu el insusi. De exemplu, 4 = 2 - 2,sau9 = 3 - 3. Rescriem
multimea, folosindu-ne de aceasta proprietate comuna, astfel:

A = {x|x€N, x =k? unde k€N, k <9}.
Exercitiul 25, pagina 15

impér‘gind un numar natural la 9 se obtin caturile: 0,1,2,3,4,5,6,7,8.
Asadar multimea cerutd este compusd din toate numerele naturale care, la
impartirea cu 9, dau catul 7 si resturile 0,1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8. Solutia problemei se
obtine calculand 9-7+0,9-7+1,.....,9-7 + 8 (folosim
Teorema  impartirii  cu  rest). Astfel, multimea cerutd va fi
{63, 64,65,66,67,68,69,70,71}.

Exercitiul 32, pagina 16

Elementele unei multimi sunt distincte. Suma celor mai mici 11 numere
naturale distincte este 55. (0 + 1 + 2+...+10 = 55). Astfel, tragem concluzia
ca cele 11 numere cerute sunt 0,1, 2,3,4,....,10. Produsul acestor numere va fi
0-1:2 -3 - ..-10. Deoarece inmultirea numerelor naturale este asociativa,
iar unul din termenii produsului este zero, rezultatul inmultirii va fi zero.



Exercitiul 33, pagina 16

a) Avem de calculat suma 2 + 4 + 6 + 8 +.... + 100. Observam ca termenii
sumei sunt numere pare. Dam factor comun 2, obtinem 2 - (1 +2+ +3+....+

50) . Pentru calculul sumei 1 + 2 + 3 +....+ 50 se aplica formula lui Gauss ( 1

+2+..+n = @)siseob‘;ine1+2+3+....+ + 50 =2.50251_

=50 - 51 = 2550.

b) Observam faptul ca fiecare termen al multimii este cu 3 mai mare decat
termenul precedent. Astfel, 1 =1+3-0,4=1+3-1,7=1+3-2,..., 91=1+3
+ 30. Din acest mod de scriere a alementelor multimii se observa ca multimea are
31deeclemente.1 +4+7+10+...+91=(1+3-0) + (143 -1) + (1+3 - 3)+
(1+3-4)+...+(1+3-30)=1+1+1+-++1+3-0+3 - 1+3-2+3 -

de 31 de ori

34++3-30=1-3143-(1+2+.... +30)=31+3 -
31=31-(1+4+3-15) =31-46 = 1426.

3031 _3143-15-

c)Notim S=1+ 2! + -+ + 2% Atunci :

2:S=2-(1+2'+-+2¥9) =21+ 22+ 4+2-219=21 4+ 22 4
42206128 -8 =02 + 224+ +220) -1+ 21+ +219) =220 — 1,
Asadar, S = 229 — 1 sj obtinem 2° 4+ 21 4 ... 4+ 219 = 220 — 1

2. Relatii intre multimi.
Exercitiul 1, pagina 17

g) Expresia nu este corect scrisd, deoarece relatia de apartenentd se realizeaza
intre un element si o multime, iar {5} nu este element al multimii A, este o
submultime a multimii A (elementul 5 face parte din multimea A). O modalitate
corectd de scriere a expresiei ar fi: 5 € A sau {5} C A.

Exercitiul 13, pagina 19

Unghiurile improprii sunt unghiurile cu masura egala cu 0° sau 180°, deci
A={0°, 180°}. Submultimile multimii A vor fi @, {0°}, {180°}, {0°, 180°}.



Exercitiul 30, pagina 21

Multimile A si B sunt egale dacad au aceleasi elemente. Se deduce faptul ca
numadrul natural x va avea valoarea 2.

Exercitiul 32, pagina 21

Cum {a - 2, 1, 2} este o multime si elementele unei multimi
sunt distincte, deducem cd a — 2 nu poate fi 1 sau 2. Din relatia
{1,2,3,4,5} 2 {a—2,1,2},obtinemcia—2=3saua—2=4saua—2=05.
Dacia—2=3,atuncia=2 + 3,decia=5.Dacia—2=4,atuncia=2 + 4,
deci @ = 6. Dacd a — 2 = 5, atunci a = 2 + 5, deci @ = 7, asadar a poate avea
valorile 5, 6 sau 7.

Exercitiul 37, pagina 22

b) Doud multimi sunt egale daca au aceleasi elemente. Cum numerele x si y
sunt naturale, avem cd x + y <x + 2y, deci x + y =8,x + 2y = 13 si
3x+4y = 29.

x+2y=13x+y+y=13©8+y=13cy=13-8<y=5.
8

Inlocuind y cu 5 in relatia x + y = 8, obtinem x + 5 = 8, de unde
x=8-5 x=3.

Verificam acum cea de—a treia relatie, 3x + 4y = 29.
3:-3+4-5=9+20=29.

Numerele cautate sunt x = 3 si y = 5.

Exercitiul 42, pagina 22

d) Multimea A contine numerele naturale care prin impdrtire la 5 dau restul
2. Aplicand teorema mpartirii cu rest, obtinem ca elementele multimii A sunt de
forma 5n + 2, n € N. Ultima cifra a elementelor multimii A este 2 sau 7. Ultima
cifrd a unui patrat perfect poate fi 0, 1, 2, 4, 5, 6 sau 9. Cum nu exista patrate
perfecte cu ultima cifra 2 sau 7, multimea A nu contine patrate perfecte.



Exercitiul 44, pagina 23
a) Multimea A are n elemente, deci va avea n submultimi cu un singur element.

b) Pentru a obtine o submultime cu n — 1 elemente a multimii A, trebuie sa

numarul de submultimi cu n — 1 elemente ale multimii A este egal cu numarul de
submultimi cu un element, adica n.

¢) Submultimile cu doud elemente ale multimii A sunt :

{1,2} 41,3}, e {1,n}, < n—1 submultimi

{2,3} , 42,4}, o {2,n}, & n— 2 submultimi

{3,4} , 43,5}, e {3, n}, < n— 3 submultimi
..................... samd.......................

{n-2,n-1},{n—-2,n}, « 2 submultimi
{n—1,n}, < 1 submultime

adica (1— 1)+ (n—2) + ... +2 + 1= "L

submultimi (pentru calculul sumei

am folosit formula lui Gauss).



3. Multimi finite. Cardinalul unei multimi finite. Multimi
infinite. Multimea numerelor naturale.

Exercitiul 2, pagina 23

¢) Multimea B contine toate numerele naturale de doua cifre. B = {10, 11,
12, 13, ..., 99}. Calculam numarul de elemente al multimii: 99 - 10 + 1 = 90.
Cardinalul multimii B este 90.

Exercitiul 4, pagina 24

1) Numirul de elemente ale multimii A este egal cu 2191 - 2100 + 1 Dam
factor comun pe 2199, obtinem 21°°(2 — 1) + 1. Raspunsul va fi 2199 + 1.

Exercitiul 8, pagina 24

b) Numerele a si a + 1 sunt diferite. Cum card(A) = 2 (A are 2 elemente),
obtinem ca {a, a + 1} = {2a + 1, 3a}, adicd a = 2a + 1 si a + 1 = 3a sau
a=3asia+1=2a+ 1. Pentrua=0, A= {0, 1}.

4. Operatii cu multimi.
Exercitiul 12, pagina 29

e) Determindm reuniunea multimilor B si C, BU C = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},
apoi, intersectia multimii 4 cu multimea B U C va fi multimea {2, 3, 4}.

Exercitiul 20, pagina 30

Multimea A4 poate fi formata atat din elementele a, b, c, cat si din elementele
multimii {a, b, c} \ {a}, adica b si c.

Exercitiul 22, pagina 30

Scriem elementele celor doud multimi folosind diagramele Venn—Euler.
Vom ageza in diagrame intai elementele din A N B, apoi elementele din A\B.



1) 2)

A B A B

Observam ca, dintre elementele multimii A U B, nu sunt reprezentate 8 si 9.
Acestea nu pot fi Tn multimea A, deoarece nu se afla nici in A \ B, niciin A N B.
Prin urmare sunt in multimea B, mai exactin B \ A.

Analizand diagramele, obtinem A4 = {1, 2, 3, 4, 5 6, 7} si
B=1{4,5,6,7 8, 9}.

Exercitiul 33, pagina 31

Pentru rezolvarea exercitiului, vom folosi principiul includerii si excluderii.

a) Dintre cei 415 de elevi vorbitori de engleza, o parte vorbesc doar limba
engleza, iar restul vorbesc atit limba engleza, cit si limba franceza. De
asemenea, dintre cei 270 de elevi vorbitori de limba franceza, o parte vorbesc
doar limba franceza, iar restul vorbesc atat francezd, cat si engleza. Astfel,
adunand cele doud numere, 415 + 270 = 685, ii vom numara de doud ori pe
elevii care vorbesc ambele limbi, motiv pentru care obtinem un numar mai mare
decat numarul elevilor scolii. Pentru a afla cati elevi vorbesc si engleza si

8



franceza, vom scadea din rezultat numarul elevilor scolii. 685 — 583 = 102 elevi
care vorbesc si engleza, si franceza.

b) Dintre cei 270 de elevi vorbitori de limba franceza, ii scidem pe cei care
vorbesc si limba engleza, si limba franceza. Obtinem 270 — 102 = 168 elevi
vorbitori doar de limba franceza.

Exercitiul 46, pagina 32

c) Conform teoremei Impartirii cu rest, x = 12n+ 7, n€ N,n > 0
(n > 0 deoarece x are doua cifre). Cel mai mic numar de doua cifre care apartine
multimii A se va obtine in cazul in care catul (1) este minim, adici n = 1. In
acestcaz,x=12-1+ 7, decix=19.

d) Restul Tmpartirii unui numdr din multimea A la 3 este 1
x=12n+7=12n+ 6+ 1= 3(4n + 2) + 1, pentru oricare x € A), iar restul
impartirii unui numar din multimea B la 3 este 2 (x = 15k + 5 = 3(5k + 1) +
+ 2, pentru oricare X € B). Asadar multimile A si B nu au elemente comune.

5. Descompunerea numerelor naturale in produs de puteri de
numere prime.

Exercitiul 13, pagina 36

Un numar natural este divizibil cu 4 daca numarul format din ultimele doua
cifre ale sale e divizibil cu 4. Astfel, numarul 52x e divizibil cu 4 daci numarul
2x e divizibil cu 4, adici x € {0, 4, 8} (Numerele 20, 24, 28 sunt multipli de 4).
Numerele cerute sunt 520, 524, 528.

Exercitiul 17, pagina 37

Conform criteriului de divizibilitate cu 9, numairul 23a4 este divizibil cu 9
daca suma cifrelor sale este multiplu de 9. Cum « este cifra, deci poate lua doar
valorile {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, alegem dintre aceste valori pe cele care
respectd proprietatea (2 + 3 +4 +a) : 9. Solutia problemei este a € {0, 9}.



Exercitiul 31, pagina 38

Observam cd 2890 =2 -5 - 172, deci una dintre solutii este a = 17, b = 10.
Dar numirul 2890 mai poate fi scris si ca 12 - 2890. A doua solutie este
a=1,iarb=2890.

Exercitiul 32, pagina 38

Metoda 1: Descompunind numarul Xxx in baza 10, obtinem
xxx = 111x = 3-111-x. Dacd x e un numadr prim diferit de 3, numarul de
divizori naturali ai lui xxx este (1+1)(1+1)(1+1)=8, Daca x=3,
xxx = 111x = 3% - 111 si numirul de divizori naturali ai lui XXX este
(2+1)(1+1)=6.

Metoda 2: Numerele prime de o cifrd sunt 2, 3, 5, 7. Descompunem in
factori primi numerele 222, 333, 555, 777. Obtinem, pe rand, 2 - 3 - 37,
32.37,5-3-37, 7-3-37.Pentrux € {2, 5,7}, avem 8 divizori naturali, iar
pentru X = 3, 6 divizori naturali.

Exercitiul 33, pagina 38

Numarul xyzxyz poate fi scris ca Xyz - 1001. Descompunandu-1 pe 1001 in
factori primi, obtinem Xyzxyz = xyz - 7 - 11 - 13. Stiind cd XyzZ este numar
prim, calculam numarul de divizori naturali ai lui Xyzxyz, ca fiind egal
cu2-2-2-2=16.
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6. Cel mai mare divizor comun (c.m.m.d.c). Numere prime
intre ele.

Exercitiul 7, pagina 39

Observam, cu ajutorul criteriilor de divizibilitate cunoscute, faptul ca
85:5,78:3,s191 : 7. Tragem concluzia ca buchetele de trandafiri vor avea
cate 5 flori, buchetele de gladiole vor avea cate 3 flori, iar buchetele de frezii vor
avea cate 7 flori. Vom avea 85 : 5 = 17 buchete de trandafiri, 78 : 3 = 26
buchete de gladiole, 91 : 7 = 13 buchete de frezii. Numarul total de buchete de
florivafi 17 + 26 + 13 = 56.

Exercitiul 9, pagina 39

e) Descompunem numerele in produs de puteri de numere prime si obtinem
45=32.5,72=123.32 54 =72 - 33, Alegem factorii comuni la exponentul cel
mai mic din cele trei descompuneri si i inmultim. Obtinem (45 ; 72 ; 54) = 32 =
=9.

Exercitiul 13, pagina 40

Numerele prime intre ele sunt numerele care nu au divizori comuni diferiti de
1. Dorim sa aflam care sunt numerele naturale fara divizori comuni a caror suma
este 8. Din faptul cd suma numerelor este 8, iar numerele sunt naturale, deducem
ca cele doud numere sunt mai mici decat 8, deci apartin multimii {0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7}. Perechile de numerele prime intre ele a caror suma este egald cu 8 sunt
(1,7),(7,1),(3,5), (5, 3).

Exercitiul 15, pagina 40

Daca un numadr natural este divizibil cu 6, atunci va fi divizibil cu 2 si cu 3.
Numairul 5x3y e divizibil cu 6, deci e divizibil cu 2 si cu 3.

Cum W e divizibil cu 2, obtinem ca y poate fi 0, 2, 4, 6, 8.

Pentru fiecare valoare a lui y, determindm valorile lui x astfel Incat
numarul 5x3y sa fie divizibil cu 3. Un numar natural e divizibil cu 3 dacad suma
cifrelor sale e un numar divizibil cu 3.

Daca y=0, 5x30 i3 G+x+3+0):3e=B+x):3e=x€
{1,4,7}. Se obtin numerele 5130, 5430, 5730.

11



Daca y=2, 5x32 i3 G+x+3+2):3<(10+x):3e=x€
{2,5,8}. Se obtin numerele 5232, 5532, 5832.

Daca y=4, 5x34 i3 G+x+3+4):3<(12+x):3e=x€
{0, 3, 6,9}. Se obtin numerele 5034, 5334, 5634, 5934.

Daca y=6, 5x36 i3 5+x+3+6):3<=(1l4+x):3=x€
{1,4,7}. Se obtin numerele 5136, 5436, 5736.

Daca y=8, 5x38 i3 G+x+3+8)i3=(l6+x)i3e=x€E
{2, 5, 8}. Se obtin numerele 5238, 5538, 5838.

Exercitiul 16, pagina 40

Vom folosi teorema impartirii cu rest (433 : n = a rest 8, n > 8 si
617 :n=brest5,n>5. Asadar 433 =an+ 8,617 =bn + 5, n> 8, de unde 433
—8=an st 617 — 5 = bn, n > 8). Numadrul » este un divizor comun mai mare
decat 8 al numerelor 425 (433 — 8) si 612 (617 — 5). Descompunem in produs
de puteri de numere prime numerele 425 si 612 si obtinem: 425 =52 - 17, 612
=22.32.17. Tragem concluzia ca solutia problemei este n = 17.

Exercitiul 22, pagina 40
Scriem cele trei Tmpartiri:

251:n=arest 11, n> 11, 379 : n=>brest 19, n > 19 si 557 : n = c rest
17, n > 17. Aplicind teorema impartirii cu rest, obtinem 251 = a - n + 11,
3799=b-n+19,557=c-n+17,cu n>19,de unde 251 — 11=a - n, 379 —
19=b-n,557 -17=c -n,cu n>19 . Observam ca n divide numerele 240,
360 si 540, deci va divide si cel mai mare divizor comun al acestora.
Descompunand numerele in produs de puteri de numere prime, obtinem: 240 =
24.5-3,360 =23-32.5,540 = 22-32-5 si (240, 360, 540) =22-5-3 =
60. Asadar n este un divizor natural mai mare decat 19 al numarului 60. Valorile
lui 7 sunt: 20, 30, 60 .

12



Exercitiul 37, pagina 41

a) Fie d un divizor comun al numerelor 5n + 3 si 7n + 4. Folosim
proprietatile relatiei de divizibilitate in rezolvarea problemei. Una din proprietati
spune ca, in cazul in care un numar natural d este divizorul altui numar natural #,
atunci d este divizorul tuturor multiplilor naturali ai numarului n. Altfel spus,
daca d | n, atunci d | kn, Vk € N, d, n € N. Astfel, daca d | 5» + 3, atunci
d| (5n+ 3) -7, sidaca d| 7n + 4, atunci d | (7n + 4) - 5. De asemenea,
cunoastem proprietatea: Dacad a | b sia | ¢, atuncia | (b +c¢) st a| (b — ¢),
a,b,c € N. Atuncid | [(5n +3) -7 — (7n + 4) - 5], deci d | 1, de unde rezulta
d=1.Cumd =1, numerele 57 + 3 si 7n + 4 sunt prime intre ele.

7. Cel mai mic multiplu comun (c.m.m.m.c).
Exercitiul 2, pagina 42

Cerinta problemei este de a identifica cel mai mic multiplu comun al
numerelor date. Descompunem in produs de puteri de numere prime si obtinem
24 =23.3, 56=23-7,72=23-32 Alegem factorii comuni $i necomuni la
exponentul cel mai mare si i inmultim. Obtinem [24; 56; 72] =23 - 32 -7 =
=504.

Exercitiul 6, pagina 43

Se stie ca (a,b) ‘[a,b]=a- b. Astfel obtinem cia:b =15-360. Cum
(a, b) =15, deducem ca exista numerele naturale prime intre ele, x si y, astfel
incit a=15-x, b =15-y. Relatiaa- b =15 - 360 devine 15-x-15-
y =15-360, adicd x - y = 24.De aici,x=1siy=24saux=3s1y =8 sau
x=24s1y=1saux=8siy=3. Numerele cautate sunt a = 15 si b = 360
saua=45s1b=120saua=360sib=15saua =120 si b =45.

13



Exercitiul 12, pagina 43

Notam cu x numarul cautat. Observam faptul ca, la scaderea lui 121 (restul)
din x, obtinem un numar care se imparte exact la 280, 490 si 350. Cum numarul
cautat trebuie sa fie cel mai mic, deducem cd trebuie gasit cel mai mic multiplu
comun al numerelor 280, 490 si 350. Descompunem numerele in produs de
puteri de numere prime: 280 = 23-5-7 1490 = 2-5-7% iar 350 = 252 - 7.
C.m.m.m.c. este produsul factorilor comuni si necomuni, luati o singura data la
exponentul cel mai mare.

Obtinem [280 ;490 ; 350] = 23-52%-72 = 8-25-49 = 9800.
Raspunsul problemei este x = 9800 + 121 = 9921.

Exercitiul 16, pagina 43
Fie n numarul cautat. Scriem impartirile astfel:
n:56=aqrest53,n:50=brest47,n:21=crest 18.

Aplicam teorema impartirii cu rest:

n=56-a+53,n=50-b+47,n=21-c+18.

Observam ca diferenta dintre fiecare impartitor si restul corespunzdtor este 3.
Adunind 3 la ambii membri ai celor trei egalitdti obtinem: n + 3 = 56a + 53 + 3,
n+3=50b+47+3,n+3=21c+ 18+ 3, adicin+ 3=56a+56,n+ 3 =50b
+50,n+3=21c+ 21si,deaici,n+3=56(a+1),n+3=50b+1),n+3=
21(c + 1). Asadar, n + 3 e divizibil cu 56, 50 si 21. Cum n este cel mai mic cu
proprietatea din enunt, n + 3 este cel mai mic multiplu comun al numerelor 56,
50, si 21. Descompunem numerele in produs de puteri de numere prime:
56 =23-7 si 50 =2-52%, iar 21 =3-7. Cm.m.m.c. este produsul factorilor
comuni si necomuni, luati o singurd data la exponentul cel mai mare.

Obtinem [56;50;21] =23:52-3:7=8-25-3-7 = 4200. Concluzia
estecdn+3=4200sin=4197.
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8. Proprietiti ale relatiei de divizibilitate in N.
Exercitiul 1, pagina 45

j) Observam ca putem da factor comun in paranteza pe 143. Obtinem 143 |
143 - (a + b —¢). Stim din ipotezd a + b > ¢, deci (a + b — ¢) > 0 numadr natural.
Cum 143|143, sistiindcad |n=d | kn,Vk €N, d, n € N, rezulta ca propozitia
este adevarata.

Exercitiul 5, pagina 45

Cunoastem proprietatea: a |bsib|a = a = b,V a, b € N. Deducem de aici
faptul ca 2x- 1 = x+ 3. Rezolvam ecuatia si obtinem x = 4.

Exercitiul 7, pagina 46

Fieab, a, b € N, a # 0 un numir de doui cifre. Numarul ab mai poate fi
scris si sub forma 10a + b. Résturnatul sdu, ba, se poate scrie ca 105 + a. Astfel,
suma ab + ba devine 10a + b+ 10b+a=11a + 11 = 11(a + b). Cum 11 | 11,
deducem ca 11 | 11(a + b), de unde reiese faptul ca rezultatul sumei dintre un
numar natural de doua cifre si rasturnatul acelui numar este divizibil cu 11.

Exercitiul 9, pagina 46

Pentru ca numarul #» sa fie divizibil cu 5, trebuie ca ultima lui cifra sa fie sau
0, sau 5. Prin inmultiri succesive ale numerelor 6 si 111 cu ele insele, deducem
faptul ca ultima cifra a Iui 62° este 6, iar ultima cifra a lui 1113 este 1. Reiese
faptul ca ultima cifrd a diferentei lor va fi 6 — 1 = 5, deci numarul », avand
ultima cifra 5, este divizibil cu 5.

Exercitiul 18, pagina 46

n+l nt2 ,nt3 nt+5

. . . n n+4
Sase puteri consecutive ale lui 2 sunt 27, 2 . Suma

, 20 5,270,207, 2

lor este 2" + 2™ 4+ 2™ 4+ 2™ 4 2™* 1 2" Dam factor comun pe 2" si
obtinem 2"(1 + 2 + 3 + 4 + 8 + 16 + 32). Dupi efectuarea calculelor, suma
devine 63 - 2" . Cum 63 i 7 si 63 i 9, rezultd ci (63 - 2") : 9si (63 - 2") i 7, deci
suma a sase puteri consecutive ale lui 2 se divide cu 9 si 7.

n+5
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Capitolul II. Rapoarte si proportii.

1. Rapoarte
Exercitiul 15, pagina 50

Pentru a calcula raportul cerut, trebuie ca lungimile laturilor celor doua

patrate sd fie exprimate cu aceeasi unitate de masurd. Folosind faptul cd 1
. . 3 . .

m=100 cm, obtinem ca S metri sunt echivalentul a 0,6 m=(0,6 - 100) cm = 60

cm. Notam cu Py perimetrul primului pétrat si cu P2 perimetrul celui de-al doilea

p2
patrat. Pq este egal cu (25 - 4) cm,iar P2 =(60 - 4) cm. Valoarea raportului 1

Exercitiul 18, pagina 50

Distanta de pe harta

Scara hartii = Exprimand cele doud distante cu aceeasi

Distanta reala

unitate de masurd (25 km = 2500000 cm), obtinem ca scara respectivei harti
4 1

© 2500000 625000

est

Exercitiul 25, pagina 50

Pentru ca raportul sa aiba valoarea numar natural, trebuie ca numarul
(x — 3) sa il divida pe 7. Cum 7 este numar prim, singurii sai divizori sunt 1 si
el Insusi. Rezultad de aici ca x € {4 ; 10}.

Exercitiul 36, pagina 51

Concentratia  unei  solutii  se  calculeazd  folosind  formula
masa substantei dizolvate

— . Masa solutiei se obtine adunand cantitatea de apa
masa solutiei

distilatd cu masa de sare ce s-a dizolvat in apa. Obtinem 220 + 30 = 250g de

. . .. 30 3 12
solutie. Concentratia solutieivafi —=— = —=12%.
’ ’ ’ 250 25 100
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Exercitiul 46, pagina 52

Se observa cd numadratorul fiecarei fractii este diferenta dintre factorii
produsului de la numitor. Folosindu-ne de acest lucru, obtinem

2-1  3-2 4-3 50—49 2 1 3 2 4
a= + + + ...+ = — + — + —
1-2 2-3 3-4 50 - 49 1-2 1-2 2-3 2-3 3.4
3 50 49 1 1 1 1 1 1 1
——.. — = l--+4+-—-4+-—=+..——+ — —
3-4 50-49 50-49 2 2 3 3 4 49 49
1 1 49
50 50 50

49
Analog calculam si b, si obtinem b = 0" Cum a = b, raportul % =1.

2. Proportii. Proprietatea fundamentala a proportiilor. Aflarea
unui termen necunoscut dintr-o proportie

Exercitiul 4, pagina 53

Folosim proprietatea fundamentala a proportiilor, si anume produsul mezilor
este egal cu produsul extremilor. Obtinem a - b =3 - 5, deci a - b = 15. Atunci
4ab va fiegal cu 4 - 15, 4ab = 60.

Exercitiul 8, pagina 53

.= < < e a .a-b _ 2 .

Fie ab numar de doua cifre in baza 10, a # 0. Atunci b 3 Folosind
proprietatea fundamentald a proportiilor, obtinem 3a — 3b = 2a + 2b. Cum a, b,
numere naturale, a # 0, reiese cd a = 5b. Deducem ca a = 1 si b = 5, deci
numerele cautate vor fi 15 si 51.

Exercitiul 16, pagina 53

Putem scrie numarul ab ca 10a + b, si numiarul ba ca 105 + a. Proportia

. 10a+b 10b+a . . . ..
devine PR — Folosind proprietatea fundamentala a proportiilor,

obtinem ecuatia 7(10a + b) = 4(10b + a). Efectuand inmultirile, observam ca
70a + 7b = 40b + 4a, de unde 66a = 33b, deci 2a = b. Stim ca a, b sunt cifre in
baza 10, a # 0, b # 0, deducem de aici ci numerele de forma ab sunt 12, 24,
36 si 48.
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3. Proportii derivate
Exercitiul 10, pagina 56

Folosindu-ne de descompunerea numerelor in baza 10, rescriem proportia
10x+4 _ 90+x

astfel: i Formam o proportie derivatd, scazand numitorii din
N . 10x+4—4 _ 90+x—x . 10x _ 90 g 5
numadratori. Obtinem . = L dect /== —. Formam o noud

10x:10 90:1OS. X

. . R o s e 9
proportie derivatd , impartind numardtorii la 10, L i T
Aplicand proprietatea fundamentala a proportiilor, obtinem x2 = 36. Cum x ¢
numadr natural, deducem ca x = 6.

Exercitiul 13, pagina 56

Metoda 1 (Se folosesc proportii derivate)

. RIVIIN . T . x-2
Formam o proportie derivata, inmultind numaratorii cu 2. Obtinem P

x+y
4.2 . 2x 8 . . . . . A el .
—, deci = —. Formam o noud proportie derivatd , scaizand numaratori
11 2x+y 11
. o 2x 8 2x 8 - - . o
din numitorii, = , — = —. Formam o altd proportie derivata,
2x+y—2x 11-8° y 3
- o . oo . 2x:2 82 x 4
impartind numaratorii la 2, — = —,— = -,
y 3y 3

Metoda 2 (Se foloseste proprietatea fundamentala a proportiilor)

X 4
2x+y 11

Stim ca produsul mezilor este egal cu produsul extremilor:
I11-x=4-(2x+y),deunde 11x = 8x + 4y.

Separdm termenii care contin x de cei care contin ) si obtinem
. N . 1 cr s
11x — 8x = 4y, adica 3x = 4y, de unde, inmultind cu 3y (y e diferit de 0),

, x 4
obtinem— = —.
y 3

18



Exercitiul 18, pagina 57

Derivaim  proportiile, scdzand din numitori numadratorii. Obtinem

a 2 .oa
— = —, deci —
b—a 3-2 b—a

Stim ca b — a = 12, de unde rezultd faptul ca

QRIN

. . 2 . . <
proportia se poate scrie -1 Aplicand proprietatea fundamentala a

proportiilor, obtinem a =24, iardin b —a =12, b = 24.

Exercitiul 21, pagina 57

A . o et e . 7a 14 . . o e
Inmultim numarétorii cu 7, obtinem 5 = 5o apoi inmultim numitorii cu 2,

. 7a 14 - A SUTRET ey - .
pentru a obtine 5 1o Scdzand acum numitorii din numadratori, vom obtine

7a—2b . .. - . . .
> 1o Stim din ipotezd 7a — 2b = 8, deci putem rescrie proportia ca

8 . o o . .. . 4 2 . -
3 1o Simplificdm cele doud fractii si obtinem 5 = 5 apoi, aplicand
proprietatea fundamentala a proportiilor, » = 10. Din 7a — 2b = 8 rezultd a = 4.
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4. Sir de rapoarte egale
Exercitiul 2, pagina 57

Putem nota cu O numarul de oud, cu U cantitatea de unt(exprimata n grame)
si cu F cantitatea de faina(exprimata in grame) ce se vor folosi la a doua

prdjitura. Fiind vorba de o retetd pentru o prajiturd, cantitatile de ingrediente
. . . .2 50 120 350 .
folosite sunt proportionale, deci putem scrie 0" Ts0 - U - F - Aplicam

proprietatea fundamentala a proportiilor pentru a calcula O, U si F. Obtinem O =
6, U=360g, F=1050 g.

Exercitiul 6, pagina 58

Aplicam proprietatea fundamentald a sirului de rapoarte egale si obtinem
= 16—4 = % , deci % = % = i = %‘ Simplificand, obtinem
= 16—4 = % . Din proportia la care am ajuns putem calcula, cu ajutorul
proprietatii fundamentale a proportiilor, numerele a, b sic, ca fimd a=6,b=
2a+b+c

b+c

wlQ wla
NN RN e

8, ¢ = 28. Stiind acum valorile numerelor a, b si ¢, inlocuim in expresia

) . 2a+b+c 12+8+28 48 . i o . .
si obtinem = = —. Simplificdm si obtinem rezultatul final
’ ’ b+ 8+28 36 ’ ’

W
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5. Marimi proportionale. Regula de trei simpla
Exercitiul 17, pagina 64

Numarul de muncitori si numarul de zile in care acestia realizeaza lucrarea
sunt marimi invers proportionale (cu cét lucreazd mai multi muncitori, cu atat
santul va fi sdpat mai repede). Aplicam regula de trei simpla, tinand cont de
inversa proportionalitate a marimilor:

10muncitori . ......ccovvvvnn. 7 zile
Smuncitori................. x zile

Putem aplica proprietatea fundamentald a marimilor invers proportionale.
Obtinem 10:7 = 5+ x , de unde x = 14 zile. La fel si in cazul in care vrem si

aflam 1in cate zile vor termina lucrarea 20 de muncitori: 10-7 = 20 - x , de

7
unde x=-—= 3,5 zile.
Exercitiul 41, pagina 65

. . . . . g 2 1 .
Numerele a si b sunt invers proportionale cu 0,2 si 0,5. Stim ca 0,2 = o 59
5

1 . . . . . .
0,5= o= 7 Relatia de inversa proportionalitate se poate scrie astfel:

b
a-0,2=b-0,5,deundea-%=b-%,adicé§=E= k.De aici,a=5ksi b

= 2k. Inlocuind in relatia 4a + 3b = 78, obtinem 4 - 5k + 3 - 2k = 78, adica 20k
+ 6k = 78. Obtinem 26k =78, deunde k=78 :26=3sia=5-3=15bh=2
-3=6.

Exercitiul 42, pagina 65

Fie a, b, ¢ cele trei numere in care il vom imparti pe 840
(a + b+ c=2840). Stim ca a, b si c sunt direct proportionale cu 3, 7 si 11, deci
b

. 5 . g .a c .
putem scrie sub formd de proportie aceastd relatie: 3= o= 1T Din

Q
o
9}

proprietatea fundamentald a sirului de rapoarte egale, obtinem 3T 7T 1T

a+b+c _ 840

= — = 40, de unde calculim termenii necunoscuti si obtinem a =
3+7+11 21 c ’

120, b =280, c = 440.
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8. Probabilitati
Exercitiul 4, pagina 72

Numarul de cazuri posibile reprezintd numarul de bile din urna. Astfel avem
3+ 5+ 2 = 10 cazuri posibile. Cum avem doar 3 bile negre, probabilitatea de a

e 5 3
extrage o bild neagra este p = To

Bilele care nu sunt galbene sunt fie negre, fie albe. Cum avem 3 bile albe si 5
. < . . . 8 2
bile negre, numarul cazurilor favorabile este 8 sip = o= &

Cum avem 5 bile negre si 2 bile galbene, numarul cazurilor favorabile
este 751 p = 110.
9. Probleme cu caracter practic

Exercitiul 1, pagina 73

Notam cu x lungimea traseului (exprimata in kilometri) .

. o . 32 A 32
Distanta parcursd in prima zi este —— - x km, ramanand de parcurs x — —-

100

68 : . 25 68 1 68
xkm=—-xkm. A douva zi au fost parcursi — -—-x km=--—-"-
100 > 100 100 4 100

17 5 . 32 17 49
x km =—-x km. In cele doua zile s—au parcurs —:x + —-x km = —-
100 100 100 100

x km.

Au mai ramas de parcurs 3 km pana la jumdtatea traseului, deci

49 x A . . .
oo Xt 3km = > km . Aducénd la acelasi numitor, obtinem:

49x + 3 - 100 = 50 - x, de unde x = 300.

Asadar, intreaga distanta este de 300 km.
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Capitolul III. Numere intregi.

1. Multimea numerelor intregi. Opusul unui numar intreg.
Reprezentarea pe axa a numerelor intregi

Exercitiul 15, pagina 79

Mai intdi aflam care este diferenta de altitudine, adica:
1000 m — 142 m = 858 m. Cum la fiecare 33 m pe verticala temperatura
aerului scade cu 1°C, aflam cu cate grade scade temperatura. Astfel Tmpartim
858 la 33 si obtinem ca temperatura scade cu 858 : 33 = 26°C. Asadar, pentru a
obtine temperatura aerului la 1000 m, scadem din 15°C cele 26°C si obtinem:
15°C — 26°C = —11°C.

2. Modulul sau valoarea absoluta a unui numar intreg.
Compararea si ordonarea numerelor intregi

Exercitiul 14, pagina 82

b) —|—1+3]| = =|—3|. Primul modul din interior nu a modificat numarul +3
pentru ca este pozitiv. Acum —|—3| = —3. Modulul a transformat numarul —3 in
+3, insd rezultatul final a ramas —3, pentru ca modulul a avut un minus in fata.

Exercitiul 22, pagina 82

a) |x — 7| = 0. Din proprietatile modulului, aflam cd modulul unui numar
este zero daca si numai dacd acel numdr este zero. Atunci,
x — 7 = 0, de unde obtinem ca x = 7.

b) [x—1|+|x+1]=0. Cum |x—1|si|x+ 1| sunt mai mari sau
egale cu 0 si suma lor ¢ 0, obtinem ca [x —1| =0si|x+ 1| =0.Dinx -1 =

0, obtinem ca x = 1,1ar din x + 1 = 0, obtinem cd x = —1. Cum x nu poate fi
egal cu 1 si —1 1n acelasi timp, obtinem o contradictie. Astfel, ecuatia nu are
solutie.

¢) |[x —1| +2 =0, deunde |x — 1| = —2. Cum modulul unui numar nu

poate fi negativ, obtinem ca x apartine multimii vide.
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4. Adunarea numerelor intregi. Proprietati
Exercitiul 11, pagina 88

Aflam mai intai numerele. Cel mai mic numar intreg de trei cifre este —999,
iar cel mai mic numar intreg de doud cifre este —99. Atunci, pentru a afla suma
lor, scriem semnul numarului cu modului mai mare si adundm modulele lor.
Astfel:

—999 + (—=99) = —(]—999| + [-99|) = —(999 + 99) = —1098.
Exercitiul 12, pagina 88

Aflam mai intdi numerele. Cel mai mare numar intreg cu trei cifre diferite
este 987, iar cel mai mic numadr Intreg de trei cifre este —999. Cum numerele au
semne diferite, scriem semnul numarului care are modulul mai mare si apoi
scadem modulele lor. Astfel:

987 + (—999) = —(]—999| — |987]) = —12.
Exercitiul 13, pagina 88

Aflam mai intai numerele. Cel mai mare numar intreg de doua cifre diferite
este 98, iar cel mai mic numar intreg de trei cifre diferite este —987. Cum
numerele au semne diferite, scriem semnul numarului care are modulul mai mare
si apoi scadem modulele lor. Astfel:

98 + (—987) = —(]—987| — |98|) = —(987 — 98) = —889.
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6. Scaderea numerelor intregi
Exercitiul 9, pagina 92

a)—(3—7+2)+ (=5+2) — (=9 + 1). Desfacem parantezele si observam
ca semnul ,,—” schimba semnele din interiorul parantezelor. Obtinem —3 + 7 —
2—54+2+9—1. Adundm termenii pozitivi iar din ei scddem suma celor
negativi. Astfel, vom avea:

7+2+9-(B+2+5+1)=18—-11=7.

7. Inmultirea numerelor intregi
Exercitiul 6, pagina 95

a) =3+ (+4) + (+6) - (+4). Observam cd numarul +4 factor comun al
fiecdrei Inmultirii. Astfel, il putem da factor comun si obtinem:
4- (=3 + 6). In parantezd am pastrat termenii din fiecare inmultire cu tot cu
semn. Avem4-(—3+6)=4-3 =12.

Exercitiul 12, pagina 95

a) (x+1)-(y—1) =11. Cum x si y sunt numere intregi, deducem ca x+1
si y-1 sunt numere intregi. Astfel, trebuie sd gdsim perechi de numere intregi
care au produsul 11.

[.1:11=11 = x+1=1,adicax=0siy—1=11,adicay = 12.
[I.11'1=11=x+1=11,adicax =10siy—1 =1, adicay = 2.

ML.(-1)-(-11) =11 = x+1=-1, adicd x = -2 si y—1 = —11, adica

y = —10.
IV.(-11): (-1) =11 =x+1 = —11, adica x = -10 si y — 1 = —1, adica
y=0.
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8. impz‘tr;irea numerelor intregi
Exercitiul 7, pagina 99

In primul rand, trebuie si ne asigurim cid fractia exista. Astfel, trebuie sa
punem conditia ca x sa fie diferit de zero. Acum, pentru a obtine un numar intreg
dupa efectuarea impartirii, trebuie ca 20 sd se impartd exact la numarul x.
Rezulta cd x apartine multimii divizorilor lui 20 (adicd x € Dy).
Atunci: x € {—-1,-2,—-4,-5,-10,-20,1, 2,4,5,10, 20} .

Exercitiul 12, pagina 99

a) Cum impartitorul unei trebuie sa fie diferit de 0, obtinem ca ca x trebuie sa
fie diferit de —2 . x+ 2 =(—=56) : 7, deci x = —10.

9. Puterea cu exponent numar natural a unui numar intreg nenul
Exercitiul 6, pagina 101
a) 24 + (—4)3 : (+2)* — 122 : (—36) + (—52%)3 : 5%,
Efectudm mai intai ridicarile la putere simple. Avem:
24 + (—64) : 16 — 144 : (=36) + (=52)3 : 5%,
Folosim acum regula (a™)™ = a™™ pentru a calcula (—52)3 si obtinem:
24 + (—64) : 16 — 144 : (=36) + (=5°) : 5%
Efectudm impartirile si obtinem:
24 + (—4) — (—4) + (-5%), adica 24 + (—4) — (—4) + (—25). Obtinem:

24 —4+ 44 (=25)=—1.
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10. Ordinea efectuarii operatiilor si folosirea parantezelor

Exercitiul 4, pagina 103
e) {[—(+2)%:2%2 — 81:32]: (3 — 20) — 2°: (—4)?}- 32.
Pasul I: Efectuam mai intai calculele din parantezele rotunde. Avem:
{[—(+2)%:2%2 — 81:32]: (=17) — 26: (—4)?} - 32
Pasul II: Efectuam calculele din paratezele patrate. Avem:
{[—(+2)°72 = 81:9]: (—=17) — 2°: (—4)?} - 32, adica:
{[—(+2)3 — 9]: (—=17) — 2°: (—4)?} - 32, adica:
{[—8 — 9]: (=17) — 2%: (—4)?} - 32, deci:
{=17:(=17) — 26:(—4)?}- 32
Pasul III: Efectudam calculele din acolade:
{1 —64:16}- 32, adica:
{1 —4}-32, deci:
(-3)-32
Pasul I'V: Efectudm calculele:

(=3)-32=-312=_33=_27.
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11. Ecuatii in multimea numerelor intregi

Exercitiul 4, pagina 104

g) Prin calcule elementare incercam sa izoldm necunoscuta x. Avem
15 — 3x = 12. Scadem numarul 15 din ambii membrii. Obtinem: 15 — 3x —
15 = 12 — 15, adica —3x = —3. Impartim cu numirul —3 intreaga ecuatie:

—3x:(-3) = :—z, de unde aflam ca x = 1.

Exercitiul 6, pagina 105

f) Efectudm calculele si mutam in membrul stAng termenii care il contin pe x,
iar in membrul drept, termenii care nu il contin pe x. Avem:
1-42x—-1) =3(x+2)+10.

Desfacem parantezele rotunde si rezulta:

1-4-2-x—4-(-1)=3-x+3-2+10. Efectuam  inmultirile
posibile si avem: 1 —8-x +4 = 3-x + 6 + 10. Mutdm membrii care il contin
pe x din membrul drept in membrul sting. Atentie! La aceasta mutare, semnul
se schimbd. Avem: 1—-8-x+4—3:x =6+ 10. Mutam in membrul drept
termenii care nu il contin pe x. Avem:

—8:x—3'x=6+10—-1—4.
Efecuiam calculele si obtinem: —11 - x = 11. Impartim cu —11 intreaga ecuatie:
-11 11

—— X = —, de unde aflam ca x = —1.
-11 -11
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12. Inecuatii in multimea numerelor intregi
Exercitiul 4 pagina 107

a) 3x — 6 < 2x + 1. Scadem termenul 2x din ambii termeni ai inecuatiei.
Avem 3x —2x—6<2x+1—2x,deunderezultaicax — 6 < 1, deci:

x<l4+6adicax<7.

Rezulta ca propozitia este adevarata pentru orice numar intreg mai mic
strict decat numarul 7. Avem:

S={x €Z|x < 7} adica:
${..,—3,-2,-1,0,1,2, ...,6}.

d) 3—2x <x+6. Scadem termenul x din ambii termeni ai
inecuatiei. Avem 3 — 2x — x < x + 6 — x, de unde obtinem ca 3 — 3x < 6.

Scadem numarul 3 din ambii membri ai inecuatiei si rezulta:
3—3x—-3<6-3,adicd —3x < 3.
Impartim cu —3 in ambii membri ai inecuatiei.

Observatie: Pentru ca am impdrtit printr-un numar negativ, schimbam si
semnul inegalitatii. Obtinem:
-3

3 .
— X2, adicax = —1.

Cum x este numar intreg, x € {—1,0, 1, ... }.
Exercitiul 5, pagina 107

a)A ={x € Z| x + 1 < —2}. Rezolvam inegalitatea din definitia multimii 4,
iar apoi rescriem A, enumerand elementele ei. Avem: x +1 < —2. Scadem
numdrul 1 ambilor membrii ai inegalititii si obtinem: x +1-1<-2-1,
adicd x < —3. Obtinem ca multimea A este formatd din numerele intregi mai
mici strict decat —3. Putem scrie multimea A enumerand elementele ei astfel:
A={.,—-6,-5—-4}.
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13. Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor si al
inecuatiilor

Exercitiul 4, pagina 108

Notam pretul cértii cu c, iar pretul pixului cu p. Astfel, cum cartea este mai
scumpa de cinci ori decat un pix obtinem ecuatia: ¢ = 5 - p (1)

Cum impreuna costa 12 lei obtinem ecuatia: c + p = 12 lei (2) .

Inlocuim in ecuatia (2) scrierea lui ¢ din ecuatia (1) si obtinem:
5.-p+p=12lei, adici 6-p =12 lei. Impartim cu numirul 6 si avem:
6 12

== lei, adica p = 2 lei. Inlocuim valoarea lui p in oricare dintre cele

doua ecuatii pentru a afla valoarea lui c. De exemplu, inlocuind in relatia (1)
obtinem: ¢ = 5 - 2 lei, adica pretul unei carti este ¢ = 10 lei.

Exercitiul 6, pagina 108

Notam varsta tatalui cu x, varsta fiului cu y si varsta bunicului cu z. Cum
tatal este cu 24 de ani mai in varsta decét fiul, obtinem: x =y + 24 (1). Tatal este
cu 21 de ani mai tanar decat bunicul, deci x =z — 21 (2). Cum suma varstelor lor
este de 87 de ani, avem: x +y +z =87 (3).

Din ecuatia (1) obtinem ca: y = x — 24.
Din ecuatia (2) obtinem ca: z = x + 21.

Inlocuim aceste relatii in ecuatia 3) s obtinem:
x+x—244+x+ 21 =87, adica 3x — 3 = 87, de unde avem 3x = 90.

A . . . 3 90 .. o . A
Impartind prin 3 obtinem Ex =3 adica x = 30 ani.Inlocuind x cu 30 in

relatiile (1) si (2), aflimcd y = 30 — 24 = 6 ani, iar z = 30 + 21 = 51 ani.

30



Capitolul IV. Multimea numerelor rationale

1. Numar rational. Multimea numerelor rationale

Exercitiul 7, pagina 115

20 b

. . 5 .
Scriem sirul de rapoarte egale Pl = - . Putem calcula, folosind

24 3
proprietatea fundamentala a proportiilor, numerele a si . Obtinem 5 - a = 60, de
unde a =12 si 3 - b =120, de unde b = 40.

Exercitiul 22, pagina 117

Stim cd o fractie ordinara ireductibild se transformd in fractie zecimala
periodica mixtd dacd descompunerea numitorului in produs de puteri de factori
primi contine cel putin unul din factorii primi 2 sau 5 si cel putin un alt factor
prim diferit de 2 si 5. Simplificdm fractia prin 3 - 5 si obtinem fractia ireductibild

8

ch=z_gn3- Cea mai micd valoare a numdrului natural n pentru care fractia se
transforma in fractie zecimald periodica mixta este 4.

Exercitiul 24, pagina 117

. .. 1 . . - .
Transformand fractia ordinara 53 fractie zecimald se obtine:

0, (0434782608695652173913). Observam ca perioada are 22 de cifre.
Grupam zecimalele 1n grupe, fiecare grupd avand 22 de zecimale.

0,0434782608695652173913 043478260869565217391304347.

22 cifre 22 cifre

Impartind numarul 1999 la 22, aflam cate astfel de grupe se formeazi cu
primele 1999 de zecimale si cate zecimale raméan in afara acestor grupe. Cum
1999:22 =90 rest 19, rezulta ca se formeaza 90
de grupe si rdman 19 zecimale 1n afara grupelor. (Acestea sunt:
0,4,3,4,7,8,2,6,0,8,6,9,5,6,5, 2,1, 7, 3). Asadar, cifra ceruta este 3.
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2. Reprezentarea numerelor rationale pe axa numerelor. Opusul

32

si modulul unui numar rational. Compararea si ordonarea
numerelor rationale

Exercitiul 25, pagina 122

¢) Cel mai mare numar intreg mai mic sau egal cu 1,226 este 1, deci parte
intreagd a numarului 1,226 este: [1,226] = 1. Partea fractionara a numarului
1,226 va fi: {1,226} = 1,226 — [1,226], deci {1,226} = 1,226 — 1.
Obtinem {1,226} =0,226.

. < n .. 7
e) —g = —0,875. Cel mai mare numar intreg mai mic sau egal cu — s este
. N - - .7 7 . -
— 1, deci parte intreagd a numarului — s este: [— —] = —1. Partea fractionara
7 7
a numarului ——-va fi: {—— —=—[—=], dect {—= —=— (-1
“va fii (=2} = =2 [—2], deci {—2} = —= — (~1)

7 1
Obtinem {— -} =—- = 0,125.
’ 8 8

f) Cel mai mare numar Intreg mai mic sau egal cu —1,7 este —2, deci parte
intreagd a numarului —1,7 este: [—1,7] = —2. Partea fractionard a numarului
—1,7 va fi: {—1,7} = —=1,7 — [—1,7], deci {—1,7} = —1,7 —(—2). Obtinem
{—1,7} =0,3.

h) Cel mai mare numar intreg mai mic sau egal cu —1,(3) este —2, deci parte

intreagd a numarului —1,(3) este: [—1,(3)] = —2. Partea fractionara a
numarului —1,(3) va fi: {—1,(3)} = —1,(3) — [—1,(3)], deci {—1,(3)} =
~1.3)-(-2)=—=—+2=12

Exercitiul 30, pagina 123

a) Se amplifica fractiile pentru a se obtine acelasi numitor:

<® o 1052 270 ) 105 < 21n < 270 & 5<n<—
7 315 315 315

n
1

Wl

<

()}

Cum 7 este numar natural, n € {6 ,7,8,9, 10, 11, 12}.



3. Adunarea numerelor rationale. Proprietati
Exercitiul 8, pagina 125

Pentru a afla lungimea umbrei, trebuie sd aducem dimensiunile cunoscute la
acelasi numitor pentru a le putea aduna.

Astfel, introducem mai 1ntai intregii in fractie. Obtinem:

5 12-8+45 101 3:1247 43
12-m=——m=— s13 Sm = m=—
8 8 8 12 12

Acum, pentru a putea aduna fractiile, le aducem la acelasi numitor. Aflam
c.m.m.m.c. al lor. Cum 8 = 23, iar 12 = 22 - 3, obtinem ca [8;12] =23-3 =
24. Astfel, prima fractie trebuie amplificatd cu 24 : 8 = 3, iar a doua cu
24 : 12 = 2. Avem:

3)101 3-101 303 . 2)43 2-43 86
—m=—m=—m,jar —M=—m=—m.
8 3-8 24

Adunand cele doua fractii obtinem ca lungimea umbrei este:

303 303+86 389 5
+— =——m=—m=16—m.
24— 24 24 24

Exercitiul 31, pagina 128

a) Observam ca numitorii fractiilor din suma sunt numerele: 8, 9, 10, ..., 30,
adica 30 — 8 + 1 = 23 de numere si, implicit, suma are 23 de termeni.

Se observa, de asemenea, ca cel mai mare termen al sumei este — . Astfel,
. . 1 . .
putem majora fiecare termen al sumei cu 5 8l obtinem:
1.1, 1 1 1.1 1 1 1 23
-—+-t+—=—4+ -t =<-F+-+=-F -t -=-
8 9 10 30 8 8 8 8 8

23 de ori

23 . ., 24 . . C e 1 .
Cum 5 este mai mic decat e 3, obtinem ca suma initiald este mai mica

decat 3.
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4. Scaderea numerelor rationale
Exercitiul 9, pagina 130

Notdam numdrul necunoscut cu litera x. Din ipotezd stim ca

7 35 7 7 .
x+ 328 Scazand — d1n aceasta relatie, obtinem: x + 36 3618 3¢

35 7 g <
de unde rezultd ca x = prmeys Pentru a gasi valoarea lui x aducem cele doua

fractii la acelasi numitor. Cum 48 = 2%*-3, iar 36 = 22-32, obtinem ci
[48;36] = 2* - 32 = 144. Astfel, prima fractie trebuie amplificatd cu 144: 48 =
3,1ar adoua cu 144 : 36 = 4. Avem:

3)35 335 105 . Y7 47 _ 28

—=—jar —=—=—

48 348 144’ 36 436 144

105 28 __ 77
Obtlnemx —m T4z~ 142

Exercitiul 18, pagina 131

e a A 1 1 1 1
c¢) Calculam mai intai suma + + + + .
-2 2-3 3-4 4-5 99-100
. . 1 1 1 . .. .
Folosindu-ne de egalitatea — — = vom rescrie termenii sumei. Spre
n  n+l nn+1)
1 1 1 1 1 1
exemplu— = - — - Jiar —— = - — —. Astfel:
1-2 1 2’ 2-3 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ + + +t—=—-—-+-——-+-—-+--
1-2 2-3 3-4 4-5 99-100 1 2 2 3 3 4 4
1 1 1 100 1 100-1 99
St ——— =11 — = ==
5 99 100 100 100 100

1_ 50 99 _ 100
—=—<—<-—=1si
2 100 100 100 ’

+ et <1

1-2 2:3 34 99-:100
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5. Inmultirea numerelor rationale

Exercitiul 5, pagina 132

j) Putem rescrie termenii inmultirii In mod echivalent astfel:

49 30, 18 4. 77 65, 92 4
o e P ) g (09
Putem efectua simplificéri si obtinem
77 65y.22 N A 5,92 A _ 1 85 92
oo O = 0D =)
4 1 5. 92 4 1 1, 92 4
9= CD T D= ) T D=

g
o R e BN CE R -

Exercitiul 18, pagina 134

a) Efectuam calculele in membrul drept al egalitatii. Folosindu-ne de
proprietatea de distributivitate a inmultirii, desfacem paranteza, si obtinem:

1(1 1 )_ 1 1 1 1
k\n n+k/ k-n k-(n+k) k-n k*+k-n

Aducem la acelasi numitor cei doi termeni ai scaderii, ajungand la:

Klem) @ kem) g kK2+k-n—k-n k2

k-n  ki+k-n k-n(ki+k-n) k3 -n+n?- k2

Dam factor comun pe n - k% la numitor, observim ca putem simplifica:

Y 1

n&2(k+n) - n-(n+k)
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6. impirtirea numerelor rationale
Exercitiul 3, pagina 135

f) Mai inti, inmultim primul termen cu inversul celui de-al doilea termen.

. 5 5 5 : e .
Obtinem: —=: (— E) = —= -(— 1—). Putem rescrie termenii in mod
’ 8 15 8 32
) 5 : . e e )
echivalent, astfel: ~3 -(—%) . Efectuand simplificérile, obtinem rezultatul
final .
3

Exercitiul 8, pagina 136

b)

Nlw|olr

Exercitiul 13, pagina 136

< < < . 12 18
Notam numarul cautat cu x. Astfel, avem de rezolvat ecuatia x - 29 =3t
A . . . o .12 . 12 49 18 49 .
Inmultind relatia cu inversul numarului — , obtinem: x - —*— = —*—, adica
’ ’ 49 ’ 49 12 35 12
18 49 N . cp e . - 1
X=32"15- Efectuand simplificarile, se obtine ca x = 2 o

Exercitiul 18, pagina 137

- « . . 4 7 4 7
Se cere sd aflam necunoscuta x din ecuatia x : (— ;) =5 X= (— 5) 5
Observam ca putem efectua simplificarea numaratorului 4 cu numitorul 8,

c A 1 7 . 7
obtinand x = (_5) -E,decwc =—z-
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7. Puterea cu exponent intreg a unui numar rational nenul.
Reguli de calcul cu puteri

Exercitiul 10, pagina 140

721)3A;pliceimZregulile de calcul cu puteri si obtinem: (%)7 . (%)3 : (1)8 =
RSO
Exercitiul 16, pagina 141

a) Putem scrie numarul 0,027 astfel: 0,027 =0,3-0,3:0,3 == 0,31*1*1 =
0,33.

Astfel, vom putea rescrie ecuatia 0,3* =0,027 in mod echivalent:
0,3* =0,33. Avand bazele egale, trebuic ca si exponentii sd fie egali.
Rezultacax =3.

Exercitiul 22, pagina 141

a) Observamca—<— %<i,..., L > < L , deci
12’3 2:3 1000 999:1000
R R R i B e et SRR =1+4:->+
1000 999:1000
l_l_|_..._|_L_—=1 1-—:2——<2
2 3 9999 1000 1000 1000

b) FieS=§+(§)2+(§)3+---+(§)100=1+ + o+t oo

Atunci3-S=3(+ + + -+ )=3'§+3-i+3-i+---+3-

3100

1 1, 1 1\2 13 N9
3100—1+§+3—z+3—s+"'+3ﬁ—1+5+(§) +(5) ++ () s

2 sos e @0 o (7] [ @) s
B0

2s- () Vs =3[ 1- (-1 () <
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8. Ordinea efectuarii operatiilor si folosirea parantezelor

Exercitiul 11, pagina 144

f) Efectuam mai intai calculele din parantezele rotunde aducand la acelasi
numitor si introducand intregii in fractie. Obtinem:

, 5.1, P2 5 +2 30+1 P13\] 2] _
2 |8 3 15 30 15/ 3)
_ 5 1+ (8 5)+2 (31 26)} 2}_
- 5{5 [E 12/ 715 \30 30/1'3J "
5 2
2__ [ +(12+__5) E]'

Acoladele devind paranteze patrate, iar parantezele patrate devin
paranteze rotunde. Efectudim acum calculele din parantezele rotunde, aducand

1 <5)3 4)2 2)5> 2]
-+ —+ — |- =
8 12 15 30/ 3

2oL fie(Eeiol0y2_p 5.1 1.7

2 18 60 60 60/ 3 2 03

. . . 5
fractiile la acelasi numitor. Avem: 2 — S

Parantezele patrate devin paranteze rotunde, iar parantezele rotunde
. A .2 . DR . . -
dispar. Impartirea prin 5 este echivalentd cu inmultirea cu inversul ei, adica S

- A - . . . 5
Efectuam acum impartirea din parantezele rotunde si obtinem: 2 -3

13 3 5 13 1) _ 5 (%1 < .
( +5 5)—2—5 ( +5 5)—2—5 ( -+ ) Efectuam acum calculele din

parantezele rotunde, aducand fractiile la acelasi numitor. Avem: 2 —g-

518

w0 8 . Aducem fractiile ramase la

(i + E) =2- 5 = Efectuim acum:>
40 40 40
s_16_

- 8
acelasi numitor si obtinem: )2 — 3

[ee] N

2_
8
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9. Ecuatii in multimea numerelor rationale
Exercitiul 8, pagina 146

b) Transformdam mai intai fractia zecimald periodicd in fractie ordinara.

. 2 5 7 - . .. .. .. - 2
Obtinem: STTX=5- Scadem din ambii membri ai ecuatiei numarul 5 Avem

< Co 5 5 oa . .
. Efectudm calculele si obtinem: — X =5. Impartim prin

2 5 2 _ 7
9

X =
9 6 9

o IN

5 . . 5 5. & ... . . 5 : g
—- s obtinem x = 5 (— g) . Impartirea prin fractia — - este echivalentd cu

. . : . . 6 : 5 5 6 2
inmultirea cu inversul ei, adicad — < Obtinem cd x = 5 (- E) =—3.

Exercitiul 9, pagina 146

4) 3)

. ) ) 5 -3 6)7
a) Aducem toate fractiile la acelasi numitor. Avem: % + ===

4 2
4-(x+5) 3-(x=3) 67 .o 4-(x+5)+3-(x=3) 42
+ =— , adica =—

12 12 12 12

(x+5) + 3 (x—3) = 42(Daca doui fractii egale au acelasi numitor, atunci numaratorii

lor sunt egali). De aici obtinem: 4-x+4-54+3-x—3-3 =42, adici 4-x+20+ 3"

x —9 =42, mai precis 7 -x + 11 = 42. Scddem 11 din ambii termeni ai ecuatiei si

obtinem: 7-x+ 11— 11 = 42 — 11, adicd 7-x = 31. Impirtim prin 7 si aflim ca
31

3
x=2=42
7 7

4 -

unde obtinem ca

Exercitiul 12, pagina 147

a) Tinand cont de proprietatile modulului unui numar rational, deducem ca
A 3 .. .3 9 .
3x — 1 poate fi egal atat cu L catsicu opusul lui, — Rezolvam ecuatia pe

cazuri;

Cazul I: 3x-—1 :% . Adunam 1 la ambii termeni ai egalitatii si obtinem

3x—1+1= % + 1, echivalent cu 3x = %+ 1 . Aducem la acelasi numitor,

. - . . . s 1 . .
3x =% % , deci 3x =£ . Inmultim ambii termeni ai egalitatii cu 3§ obtinem
3x - 1=7. l,deundex=l.

37 4 3 12
Cazul II: 3x—1= —% . Adunam 1 la ambii termeni ai egalitatii si obtinem
3x—1+1= —% + 1, echivalent cu 3x = —% + 1 . Aducem la acelasi numitor,
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3,4 . 1 2 . . . s 1.
3x = —3+7, deci 3x = 7 . Inmultim ambii termeni ai egalitatii cu = si obtinem
1 1 1 1
3x ->=>-=-,deunde x = —.
3 4 3 12
9 . . 17
Aflam astfel solutia ecuatiei, x € {E ; E} .

10. Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor
Exercitiul 14, pagina 149

Observam ca necunoscutele sunt reprezentate de pretul televizorului si
pretul frigiderului, pe cate le notdm cu T si, respectiv, F. Cum televizorul si
frigiderul costd impreuna 2100 lei, scriem relatia echivalentd T + F = 2100 lei.

.. . .. 3 . . . . .
Cum pretul frigiderului reprezinta 2 din pretul televizorului, obtinem relatia

F = Z- T . Inlocuind valoarea lui F din ultima relatie in prima relatie, obtinem:

D1 4 Z T = 2100 lei.

Aducem la acelasi numitor termenii din stanga egalitdtii si obtinem:
4T 3T

7'T A 7
S T = 2100 lei,adica: > - 2100 lei. Impartind cu numarul " de unde

T = 2100 :% lei si echivalent T = 2100 -% lei, deci T = 1200 lei. Inlocuim

valoarea lui 7' in oricare din cele doud ecuatii de la Inceput pentru a obtine F.
Inlocuind in prima ecuatie, obtinem: 1200 lei + F = 2100 lei. Scizand
1200 lei din ambii termeni ai ecuatiei, avem: 1200 lei + F — 1200 lei =
2100 lei — 1200 lei , deci F = 900 lei.

Asadar, televizorul costd 1200 lei, iar frigiderul costa 900 lei.

Efectudm verificarea si obtinem cd 1200 lei + 900 lei = 2100 lei, iar
900lei _ 9 _ 3

1200lei 12 4°
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GEOMETRIE

Capitolul I. Notiuni geometrice fundamentale.

1. Unghiuri opuse la varf.
Exercitiul 4, pagina 155

Observam ca unghiurile 1 si 3 sunt opuse la varf. Cum m(«1) = 25°, rezulta
cd m(«3) = 25° . Observam ca unghiurile 2 si 3 formeazd Tmpreuna un unghi
alungit, deci putem afla m(«2) = 180° — 25°, de unde m(«2) = 155°. Cum
unghiurile 2 si 4 sunt opuse la varf, aflam si masura unghiului 4, ca fiind
m(<x4) = 155°.

Exercitiul 8, pagina 155

Unghiurile AOC si BOD sunt opuse la varf, deci vor avea masurile egale.
Astfel, putem scrie m(AOC ) = m(BOD) , de unde 2x + 5 = 58°. Aflam din

- , deci x = 26°30" . Cum unghiurile BOD si

ecuatie x ca fiind egal cu

AOD formeaza impreuna un unghi alungit, calculam m(AOD ) = 180° — 58° si
obtinem m(A0D ) = 122°.

2. Unghiuri formate in jurul unui punct.
Exercitiul 5, pagina 157

Pentru a afla cat masoara cele doud unghiuri congruente impreund, din suma
masurilor unghiurilor in jurul unui punct scddem suma madsurilor celorlalte
unghiuri. Astfel, cele doud unghiuri congurente masoara 360° — 224°, adica
136°. Pentru a afla cat masoara unul dintre ele, cum acestea sunt congurente,

136° = 68°.

trebuie sa Impartim 136° la 2. Aflam ca un unghi masoara
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Exercitiul 11, pagina 158

Fiind vorba de unghiuri formate in jurul punctului O, putem deduce ca
m(A0D) + m(A0B) + m(BOC) + m(f—Ol\)) =360° . Stim ca AOB si COD
sunt unghiuri drepte, iar m(m‘ ) = 50°. Putem atunci afla m(A0D) ca fiind
egald cu 360° — 90° — 90° — 50°, de unde calculam m(m) = 130°.

3. Unghiuri suplementare. Unghiuri complementare.
Exercitiul 13, pagina 160

Notadm cu x mdsura unghiului cdutat, cu y complementul sdu si, tinand,
seama de definitia complementului, y = 90° — x.

Notam cu z suplementul unghiului x si, tindnd seama de definitia
suplementului, z = 180° — x.

Din ipoteza stim cd 3 -y = z. In aceasti relatie inlocuim locuim y si z si
obtinem 3 - (90° — x) = 180° — x, adica 3 - 90° — 3 - x = 180° — x, echivalent cu
270°—=3-x =180° — x.

Mutdm termenii care il contin pe x In dreapta egalului, iar termenii care
nu il contin pe x in stanga egalului. Avem:

90" _ 45e,
2

270°—180° = 3 - x — x, adica 90° = 2 - x. Obtinem ca x =

Exercitiul 18, pagina 160

Notam cu x si y masurile celor doud unghiuri. Din ipoteza stim ca sunt
unghiuri complementare. Astfel x +y = 90° deci y = 90° —x. Cum x — y = 24°,
obtinem ca: x — (90° — x) = 24°, adica x —90° + x = 24°. Avem ca 2-x = 24° +

90°, adica 2 - x = 114, de unde aflam ca x = % = 57°. Imediat avem ca:

y =90° —57° = 33°.
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4. Unghiuri adiacente. Bisectoarea unui unghi. Constructia
bisectoarei unui unghi.

Exercitiul 11, pagina 163

Cum <ACB si «DCA sunt adiacente, rezultd ca au in comun latura CA. Cum
(CE este bisectoarea lui «DCA, o desenam astfel Incat sa imparta unghiul <DCA
in doud unghiuri congruente, obtinand figura:

% E

Stim cd m(«ECB) = 136°, iar din constructie se observd ca <ECB este
suplementul unghiului «DCE. Astfel m(«DCE) = 180° — m(XECB), adica:

m(xDCE) = 180° — 136° = 44°.

Cum (CE este bisectoarea unghiului DCA obtinem ca unghiurile DCE si ECA
sunt congruente. Rezulta:

m(ZDCA) = m(XDCE) + m(XECA) = 44° + 44° = 88°.
Cum unghiurile €ACB si <DCA sunt suplementare, rezulta ca:

m(XACB) = 180° — m(xDCA), adica m(XACB) = 180° — 88° = 92°,
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Exercitiul 13, pagina 163
A

GREE

80

B

Stim ca m(xABF) = 82°, si unghiurile <ABD si «DBC sunt complementare
(adica m(<ABC) = 90°)

Astfel, m(«FBC) = 90° — m(XABF), adica m(«xFBC) = 90° — 82° = 8°,
Cum [BF este bisectoarea unghiului <DBC obtinem cad unghiurile DBF si FBC
sunt congruente. Astfel:

m(«<DBC) = m(¥DBF) + m(<FBC) = 8° + 8° = 16°.
Cum unghiurile ABD si DBC sunt complementare, rezulta ca:

m(«ABD) = 90° — m(«DBC), adici m(XABD) = 90° — 16° = 74°.
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5. Unghiuri determinate de doua drepte cu o secanta.
Exercitiul 5, pagina 169

Din ipotezd, m(«1) =2 -m(<2). Cum unghiurile 1 si 2 sunt adiacente
suplementare, deci m(«x1) + m(«2) = 180°, rezultd ca 180° = 3 - m(x2), adica
m(«x2) = 60° . Aflaim de aici si m(x1) = 2 - 60° = 120° . Unghiul 3 este opus la
varf unghiului 1, asa c¢d m(«3) = 120°, iar unghiul 4 este opus la varf unghiului
2, asadar m(x4) = 60°.

Tot din ipoteza, 2 = 8 . Prin urmare, m(<8) = 60° . Cum unghiurile 8 si 7
sunt adiacente suplementare, calculim masura unghiului 7 ca fiind m(<7) =
180° — 60° = 120° . Deoarece unghiul 5 este opus la varf unghiului 7, iar unghiul
6 este opus la varf unghiului 8, deducem ca m(«5) = 120°, iar m(26) = 60° .

6. Drepte paralele. Axioma paralelelor.
Exercitiul 10, pagina 173

Stiind ca dreptele AB si EF sunt paralele, iar punctele 4, B, D coliniare,
deducem ca dreptele AD si EF sunt paralele. Ludm un punct G pe dreapta ED,
astfel incat punctele G si C sa fie de aceeasi parte a dreptei 4AD. Din AD || EF
intersectate de secanta EG rezulti ci unghiurile BDG si FED sunt
congruente(unghiuri corespondente), deci m(BDG) = 124°. Stim din ipotezia BC
I DE, deci BC || DG . Dreptele paralele BC si DG intersectate de secanta 4D
formeazd wunghiuri interne de aceeasi parte a secantei suplementare,
m(DBC) + m(BDG) = 180°. De aici aflim m(DBC) = 56°.

Exercitiul 14, pagina 173

Deoarece suma masurilor oricaror doud unghiuri formate de cele doua drepte
paralele intersectate cu o secantd este aceeasi, deducem ca toate unghiurile sunt
egale. Avand patru unghiuri egale in jurul unui punct, putem calcula masura
unghiurilor ca fiind 360° : 4 = 90° .
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7. Criterii de paralelism.
Exercitiul 3, pagina 176

Cum (OD este bisectoarea unghiului AOB, avem ci m(m) = (5[)73) =
%m(qAOB). (OE este bisectoarea unghiului CO'B, deci m(m ) =
m(E/O—’\B) = %m(qCO’B). Stim din ipotezd ci m(AOB) = m(CO’B). Reiese
faptul ca unghiurile DOB si EO’B sunt congruente. Acestea sunt unghiuri
corespondente formate de secanta OB cu dreptele OD si O'E. Am demonstrat ca

dreptele OD si O'E formeaza cu secanta OB unghiuri corespondente congruente,
deci OD si O’E sunt paralele.

8. Drepte perpendiculare in plan. Distanta de la un punct la o
dreapta.

Exercitiul 15, pagina 184

Cum unghiurile <AOB si <BOC sunt complementare, m(XAOB) +
m(«BOC))= 180°(1) .

Fie (OE bisectoarea unghiului AOB si (OF bisectoarea unghiului
BOC. Atunci m(AOE) = m(EOB) = -m(«A0B)(2) si m(BOF) = (FOC) =
= %m(<BOC )(3) . Unghiul format de cele doua bisectoare este <EOF :

L 1 1
m(XEOF) = m(EOB) + m(BOF) >m(%A0B) +-m(4BOC) =

@(3)
1 1
’ D 2
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Exercitiul 20, pagina 184

Analizam figura si observam ca m(XAOD) = 90° si m(xB0OC) = 90° .
Cum suma masurilor unghiurilor in jurul unui punct este 360° , obtinem :

m(LAOB) + m(«COD) = 360° — m(XA0D) — m(«BOC), adici:
m(LAOB) + m(«£COD) = 360° — 90° — 90°,
(1) m(<A0B) + m(XCOD) = 180°.

Cum m(XAOB) =5-m(&xCOD), inlocuind in relatia (1) obtinem:
5-m(xCOD) + m(xCOD) = 180°, adica 6 -m(xCOD) = 180° si
m(xCOD) = 30°.
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9. Mediatoarea unui segment.
Exercitiul 9, pagina 188
Cum MN este mediatoarea segmentului [AB] si M€ [AB], obtinem ca M este

mijlocul segmentului, deci AM = MB = %AB. De aici, AB=2 - AM=2 - 2,4=4,8

cm.
Exercitiul 10, pagina 188

Deoarece MN este mediatoarea segmentului AC, dreptele MN si AC sunt
perpendiculare, deci unghiurile ANM si MNC sunt congruente si au masurile
egale cu 90°. Stiind ci 4B 1L AC, m(BAC) = 90°. Dreptele NM si AB taiate de
secanta AN formeazi unghiurile BAN si MNA, interne de aceeasi parte a
secantei. Aceste doud unghiuri sunt suplementare, avand fiecare masura de 90°,
deci dreptele MN si AB sunt paralele.

Exercitiul 11, pagina 188

Deoarece OM este mediatoarea segmentului [4B], unghiurile formate de OM
cuAB (AOM si MOB) vor avea masura de 90° .

m(MON) =90° — m(NOB), deci m(MON) = 90° — 25°, m(MON) = 65°. (OM
este bisectoarea unghiului PON, deci m(POM) = m(MON)= 65°, iar m(AOP) =
m(AOM) - m(POM)=90° — 65°=25°.

11. Cercul.
Exercitiul 28, pagina 197

Deoarece punctele 4 si B sunt diametral opuse, masura arcului AB va fi de
180° Dupa ce | reahzam desenul conform indicatiilor din cerinta, observam ca
m(AB) = m(AD) + m(DC) + m(CB) Ipoteza problemei spune ca m(AD) =5.

m(BC) = m(CD) deci m(BC) = m(AD) iar m(CD) = m(AD) Pentru o
mai mare usurmta in scriere, vom nota cu lltera X masura arculul 4D. Obtinem

1
astfel m(AD) X, m(BC)Z— X, m(CD)— - x . Obtinem: m(AB) x+§ x+§

. 1 R . A
- x , echivalent cu 180° = x + P + E - x . Aducand la acelasi numitor in partea
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5 1 6 12
dreapta, obtinem 180° =3 X+§ -x + +E - x , deci 180°=? cx six =
o. E —_ o, i — o
180°: — =180 12—75
—~ ~ 75° —~ 6
Atunci, m(4D) =75°, m(BC) = 5 15°, m(CD) = P 75=90°.

Stim cd masura unui arc mic al cercului este egald cu masura unghiului la centru
corespunzator respectivului arc mic. Aflam de aici cd masura unghiului la centru
COD este de 90°, deci OD si OC sunt perpendiculare.

12. Pozitiile unei drepte fata de un cerc. Pozitiile relative a doua
cercuri.

Exercitiul 12, pagina 199

a) Ca cele doua cercuri sa fie tangente exterior, distanta de la centrul
primului cerc la centrul celui de-al doilea cerc trebuie sd fie egald cu suma
lungimilor razelor celor doua cercuri. Astfel, OO0z = 5 cm + r. Stim ca
0:02= 8 cm, aflam de aici lungimea razei » ca fiind =8 cm — 5 cm, » = 3 cm.

b) Cele doua cercuri sunt exterioare daca distanta de la centrul primului cerc
la centrul celui de-al doilea cerc este mai mare decat suma lungimii razelor celor
doua cercuri. Astfel, O;02> 5 cm + r, deci » < 3 cm. Cum 7 este numar natural
nenul, » poate fi de 1 cm sau de 2 cm.

c) Douad cercuri sunt tangente interior dacd distanta de la centrul primului
cerc la centrul celui de-al doilea cerc este egala cu diferenta dintre lungimile
razelor lor. Astfel, deoarece O;0>= 8 cm, iar lungimea razei cercului de centru
O; este de 5 cm, ne dam seama cd O;0> = r — 5 cm. De aici putem calcula
lungimea razei r, =8 cm + 5 cm, deci » = 13 cm.

d) Un cerc este interior altui cerc daca distanta dintre centrele celor doud
cercuri este mai mica decat diferenta lungimilor razelor lor. Cum O;02= 8 cm,
iar lungimea razei cercului de centru O; este de 5 cm, rezultd ca 002 <r —5
cm, deci 8 <r—5 cm. Avem r > 13 c¢m, deci lungimea razei  poate fi de 14 cm,
15 cm, 16 cm s.a.m.d.
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Exercitiul 15, pagina 200

Deoarece dreapta 4B este tangenta cercului ¢(O, r) , masura unghiului ABO va
fi de 90°. De asemenea, cum dreapta AC este tangentd cercului ¢(O, r), si
masura unghiului ACO va fi tot de 90. Suma masurilor unghiurilor ABO si ACO
este:

m(ABO) + m(ACO) = 90° + 90°=180°.

Aratand cd suma masurilor celor doud unghiuri este de 180°, am demonstrat

ca unghiurile ABO si ACO sunt suplementare.

Capitolul II. Triunghiul.

1. Triunghiul: definitie, elemente, clasificare, perimetru
Exercitiul 5, pagina 203

Triunghiul dat este isoscel,deci are doud laturi de lungimi egale. Presupunem
ca laturile egale masoard 24 cm. Calculam perimetrul acestui triunghi isoscel, si
obtinem rezultatul urmator:

P=24cm+ 24 cm+ 30cm,adica P = 78 cm.

Observam ca putem alege ca laturile egale sda masoare 30 cm. Astfel,
perimetrul acestui triunghi este:

P=24cm+30cm+ 30 cm, adica P = 84 cm.
Exercitiul 7, pagina 203

Cum lungimile laturilor triunghiului exprimate in centimetri sunt trei numere
naturale pare consecutive, acestea vor fi x, x+2 si x+4. Perimetrul triunghiului
este egal cu suma lungimilor tuturor laturilor sale, P =x 4+ (x +2) + (x +
4)=3 - x + 6. Din ipoteza stim ca P = 108 cm. Atunci, obtinem ca:

3:x+6cm =108 cm.

De aiciavemca: 3-x = 108 cm — 6 cm, adica 3 - x = 102 cm.
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102 cm

Aflam cax =

34cm, 36¢cm, 38cm.

= 34 cm . Rezultd ca ungimile laturilor triunghiului sunt

2. Suma masurilor unghiurilor unui triunghi. Unghi exterior
unui triunghi

Exercitiul 12, pagina 206

a) Tinand cont de proprietdtile triunghiului isoscel, observam ca sunt doua
cazuri posibile de rezolvare. Presupunem ca unghiul opus bazei este <A, iar
unghiurile de la baza sunt ¥B si «C. Cum triunghiul este isoscel, masurile
unghiurilor de la baza sunt egale. Obtinem: m(«B) = m(xC) (1)

Cazul I: Unghiul cunoscut este opus bazei, m(xA4) = 20°.

In acest caz, trebuie si determinim masura  unghiurilor de la
baza(m(&xB)si m(xC)).

Stim ca suma masurilor unghiurilor unui triunghi este de 180°. Avem relatia:
m(xA) + m(«B) + m(xC) = 180°

Conform relatiei (1) putem inlocui m(«B) cu m(<xC). Obtinem:
m(x4) + m(xC) + m(xC) = 180°, adica m(xA) + 2 - m(xC) = 180°.
20°4+ 2 -m(xC) = 180° = 2-m(xC) = 180° — 20° =
2 -m(xC) = 160° si m(xC) = 80° = m(«B)

Cazul II: Unghiul cunoscut este unul dintre unghiurile de la baza
(m(&xB) = m(xC) = 20°).

Stim cd suma masurilor unghiurilor unui triunghi este de 180°. Avem
m(xA4) + m(«B) + m(xC) = 180°, adica  m(xA4) + 20° + 20° = 180°.
Atunci m(A) + 40° = 180° si m(xA) = 180° — 40° = 140°
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4. Inegalitati intre elementele triunghiului
Exercitiul 15, pagina 212

a) Analizand figura, putem aplica inegalitatea triunghiului pentru a afla
valoarea lui x. Conform inegalitétii triunghiului, avem:

54+ 2x < 4 + 8- x.

Obtinem 3x < 7. Cum x este numdr natural, avem ca
x € {0,1,2}. Valoarea maxima a perimetrului triunghiului ABC se obtine atunci

cindx = 2.Pjge = 4+ 8-x + 5 + 2x, deci:
Pigc=4+8-2++5+4, Pyp- =19 unitati de lungime.
b) Un triunghi isoscel are doua dintre laturi egale. Vom avea trei cazuri:

Cazul I: [AC] = [BC]. Avem ecuatia 5 + 2x = 8 - x , de unde obtinem
rezultatul x = 1. Lungimile obtinute respecta inegalitatea triunghiului, deci pentru
x =1, triunghiul ABC este isoscel.

Cazul II: [AB] = [AC]. Avem ecuatia 4 = 8 - x, de unde obtinem x = 4.
Pentru x = 4 insa, nu se respectad inegalitatea triunghiului (4 + 4 < 13), deci nu
putem avea x = 4.

Cazul III: [AB] = [BC]. Avem ecuatia 4 = 5 + 2x. Observam ca x nu poate fi
numar natural In acest caz.

Raspuns: x = 1.
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5. Linii importante in triunghi

5.1. Bisectoarele unghiurilor unui triunghi. Cercul inscris intr-un
triunghi

Exercitiul 11, pagina 215

Mai intai calculim masura unghiului €, care va fi egala cu: m(C) = 180° -
- m(A) — m(B) = 180° - 35° - 84°= 61°. Bisectoarele triunghiului se
intersecteaza in centrul cercului inscris, notat /. Astfel, (BI, (CI, (Al sunt
bisectoarele unghiurilor triunghiului si m(ABI) = m(IBC) = %m(m )= 42°,
m(ACI) = m(ICB) = -m(ACB)= 30°30’, m(BAI) = m(IAC) = -m(BAC)= 17°30.
Avem de calculat masurile unghiurilor AIB, AIC, BIC. In triunghiul AAIB,
m(AIB) = 180° — m(IBA) — m(IAB), deci m(AIB) = 180° - 42° - 17°30'=
120°30’. In triunghiul AAIC, m(AIC) = 180° — m(ICA) — m(IAC), deci m(AIC)
=180° - 30°30’ - 17°30’= 132°. In triunghiul ABIC, m(BIC) = 180° — m(IBC)
—m(ICB), deci m(BIC) = 180° - 42° - 30°30’=107°30".

Exercitiul 16, pagina 215

Observam ca dreptele paralele AM si BC, prin intersectie cu secanta AB, dau
unghiurile interne de aceeasi parte a secantei suplementare MAB si ABC.
Folosindu-ne de aceasti informatie, calculim misura unghiului ABC: m(ABC)=
180° — m(MAB). Cum m(MAB) = 100°, m(ABC) = 80°. Stim ci semidreptele
(BI si (CI sunt bisectoarele unghiurilor ABC, respectiv ACB, deci misurile
unghiurilor IBC si ICB vor fi: m(IBC) = 40°, m(ICB) = 35°. in ABIC, m(BIC) =
180° — m(IBC)— m(ICB), m(BIC) = 180° — 35° — 40°, m(BIC) = 105.
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5.3. Iniltimile unui triunghi
Exercitiul 12, pagina 219

Cum H este ortocentrul triunghiului ABC , BD este 1ndltime si BD LAC,
deci m (ADB) = 90°. In triunghiul ADAB, m (ADB) = 90°, iar masura unghiului
DAB este de 65° (ipotezd). Putem calcula masura unghiului DBA: m(DBA) =
180° — 155°, m(DBA) = 25°. Dreptele AM si DB sunt paralele si, tiiate de
secanta AB formeaza unghiurile alterne interne congruente, MAB si DBA, deci
m(MAB) = m(DBA) =25°.

Fie CH n AB = {E}. Analog demonstratiei anterioare, CH e inaltime si m(AEC)
=90°, In triunghiul ACAE , m( CEA )= 90° si m(CAE) = 65°, deci m(ACE) = 180° —
155°, m(ACE) = 25°. Cum punctele C, H, E sunt coliniare, fiind situate pe iniltimea CE,
rezultd cA m(ACH) = 25°.

5.4. Medianele unui triunghi
Exercitiul 13, pagina 220

a) Deoarece AD este mediani, iar m(ADB) = 90°, rezulti ci AD este
mediatoarea segmentului [BC]. Dreapta BE este la randul ei mediatoare, deci
intersectia lor, notatd cu M, va fi centrul cercului circumscris triunghiului ABC.
Segmentele [MA], [MB] si [MC] sunt razele cercului circumscris triunghiului
ABC, deci au aceeasi lungime. Reiese de aici faptul ca [MA] = [MB] = [MC].

b) Cum M este centrul cercului circumscris, rezultd cd CF este mediatoarea
segmentului [AB]. Atunci F va fi mijlocul segmentului [AB], iar [FA] = [FB].

¢) CF este mediatoarea segmentului [AB], iar punctele C, M si F sunt
coliniare, rezulta ca CM 1L AB.
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6. Congruenta triunghiurilor oarecare
Exercitiul 19, pagina 227

Ne vom folosi de informatiile din ipoteza. Astfel, deoarece (AC este
bisectoarea unghiului DAB, unghiurile DAC si CAB sunt congruente. De
asemenea, stim cd (CA este bisectoarea unghiului DCB, deci si unghiurile DCA si
ACB vor fi congruente.

DAC=CAB ) ,.u
[AC] latura comuna ; == AABC = AADC.
DCA = ACB

Exercitiul 23, pagina 228

Dreptele paralele AD si BC taiate de secanta AB formeaza unghiurile alterne
interne congruente DAB si ABC. Dreptele paralele DB si AC taiate de secanta AB
dau unghiurile alterne interne congruente DBA si BAC.

DAB=4BC ) .o
[AB] laturd comuna ; == ADAB = AABC.
DBA = BAC

7. Congruenta triunghiurilor dreptunghice
Exercitiul 8, pagina 230

Urmarim sa ne incadram in unul din cazurile cunoscute de congruentd a
triunghiurilor dreptunghice, C.C. , C.U., LU. , L.C. .

Observam faptul ci unghiurile AEC si BED sunt opuse la varf, deci
congruente. In triunghiul AAEC dreptunghic, m(ACE) = 90° — m(4EC). In
triunghiul ABED dreptunghic, m(BDE) = 90° — m(BED). Obtinem de aici ca
m(ACE) = m(BDE), deci ACE = BDE.

ACE = BDE
— J— C.U.
m(CAE) = m(DBE) = 90° ; = AACE = ABDE
[AC] = [BD]
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8. Metoda triunghiurilor congruente

Exercitiul 37, pagina 235

Pentru a demonstra ca punctele M, O si N sunt coliniare, vom incerca sa
aratim ci mdsura unghiului MON este de 180°. Stim deja ci AOP este unghi
drept, din faptul ci unghiurile X0y si yOz sunt complementare. Ciutim o cale
de a arita cd suma masurilor unghiurilor AON si POM este de 90°.

In triunghiurile ABOP si APOM, deoarece M este simetricul lui B fati de

-

dreapta OC, avem ca dreapta OC este mediatoarea dreptei BM. Constatim ca
triunghiurile sunt congruente, conform cazului C.C. :

PO cateta comuna e
m(BP0) = m(MPO) = 90° } =5 ABOP = AMOP = BOP = POM.
[BP] = [PM]

In triunghiurile ABOQ si AQON, deoarece N este simetricul lui B fati de
dreapta OA, avem ca dreapta OA este mediatoarea dreptei BN. Constatim ca
triunghiurile sunt congruente, conform cazului C.C. :

QO cateta comuna
m(BQ0) = m(NQD) = 90° \ = ABOQ = ANOQ = BOQ = NOQ
[BQ] = [@N]
m(MON) = m(QON) +m(B0Q) + m(LTOTJ) + m(POM)=
m(BOQ) + m(BOQ) + m(BOP) +m(BOP) = 2 - m(B0OQ) + 2 - m(BOP) = 2 -
(m(B0Q) + m(BOP) ) = 2-90°=180°

Am demonstrat ca unghiul MON este alungit, de unde rezulta ca punctele M,
O si N sunt coliniare.

Exercitiul 40, pagina 235

Aratdm ca triunghiurile AAOC si ABOD sunt congruente:

XAOC = <« DOB (coincid)
— — 1.U.
m(ACO) = m(BDO) = 90° ; = AAOC = ABOD
[40] = [BO]
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Din congruenta celor doua triunghiuri obtinem ca unghiurile OAC si OBD
sunt congruente. De asemenea, si segmentele [OC] si [OD] sunt congruente. Din
conguenta lui [OC] cu [OD] putem demonstra ca [AD] si [BC] sunt la randul lor
congruente.

AD = A0 — 0D
BC =B0 —-0C} = [AD] = [BC]
[A0] = [BO]
X0AC = <0BD
— — o | CU.
m(ADM) = m(BCM) = 90° } == AADM = ABCM
[AD] = [BC]

Din congruenta triunghiurilor AADM si ABCM rezulta faptul ca segmentele [MC]
si [MD] sunt congruente. [MC] si [MD] sunt perpendicularele duse din M pe
laturile (OB si (OA, deci reprezintd distanta de la M la laturile (OB si (OA . Fiind
situat la aceeasi distantd de (OB si (0A, laturile unghiului XOY, deducem ca
punctul M se giseste pe bisectoarea unghiului XOY.

Exercitiul 42, pagina 235
In triunghiul AABC isoscel cu [AB] = [AC], trasam inaltimea AD, D € BC.

[4B] = [AC] .
[AD] laturd comuna = AABD = AACD.
m(ADB) = m(ADC) = 90°

Din congruenta celor doud triunghiuri, obtinem ci unghiurile ABD si ACD
sunt congruente. Deoarece B, D si C sunt coliniare (apartin laturii BC a
triunghiului AABC), unghiul ABD coincide cu unghiul ABC, iar unghiul ACD
coincide cu unghiul ACB. Am demonstrat astfel ci unghiurile ABC si ACB ale
triunghiului isoscel AABC sunt congruente.

9. Proprietatile triunghiului isoscel
Exercitiul 7, pagina 239

Triunghiul ABC este isoscel de bazd [AC], deci unghiurile <ACB si ¥BAC
sunt congruente. Dreptele paralele, MN si AC, formeazd cu secanta BC
unghiurile corespondente congruente, XMNB si XACN , iar cu secanta AB,
unghiurile corespondente congruente, <NMB si LCAB.
Cum avem ca SMNB = <NMB , rezulta ca ABMN este isoscel.
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Exercitiul 8, pagina 239

Construim AABC isoscel si indltimile BD,D € [AC] si CE,E € [AB]. Cum
inaltimea este segmentul care pleacd din varful unui triunghi si este
perpediculara pe dreapta opusd varfului, incercam sa apelam la cazurile de
congruentd ale triunghiurilor dreptunghice. Astfel:

B = <xC U
BC laturd comuni = ABDC = ABEC
m(XBEC) = m(¥BDC) = 90°

Rezulta ca [BD] = [CE].
Exercitiul 17, pagina 240

Din AD L MN , [AD fiind bisectoarea unghiului BAC reiese ca triunghiul
AAMN este isoscel, cu [AM] = [AN]. In acest triunghi, AD e bisectoare si
inaltime, deci va fi si mediand. Fie AD N MN={P}. Atunci, [MP] = [NP]. In
triunghiul DMN, DP este mediana si 1ndltime, deci triunghiul e isoscel de baza
[MN].

Exercitiul 18, pagina 240

In triunghiul ACBM, observam ci [BN] este atat bisectoare, cét si iniltime.
Rezultd de aici faptul ca ACBM este triunghi isoscel, cu [BC] = [BM], iar [BN]
mediatoare. Din [BN] mediatoare, avem ca [MN] = [NC] deci [DN] va fi mediana
In triunghiul ADMC, [DN] este mediani si iniltime, deci triunghiul ADMC va fi
isoscel de baza [MC] . Obtinem de aici ca [DM] = [DC].
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10. Proprietatile triunghiului echilateral
Exercitiul 12, pagina 242

Vom incerca sa demonstram ca AEBD, ADAF si AECF sunt congruente.

Folosindu-ne de Teorema unghiului exterior, obtinem ca:
m(XEBD) = m(«XBAC) + m(<BCA), adici m(XEBD) = 60° + 60° = 120°
In mod similar se arata si ca m(XDAF) = m(XECF) = 120°.

EC = EB + BC } 222224
AF = CF + AC

BD = AD + AB) AD=EB=CF
BD = EC = AF
[EB] = [AD] = [CF]

LU.L.
ZXEBD = «DAF = qECF} —= AEBD = ADAF= AFCE
[BD] = [AF] = [EC]

Rezultd ca ED = EF = DF, si deci cd ADEF este echilateral.

Exercitiul 15, pagina 243

Daca distanta de la punctul D la varfurile B si C este egala, atunci D se afla
pe mediatoarea laturii BC (proprietatea punctelor de pe mediatoarea unui
segment). In orice triunghi echilateral, mediatoarea este si bisectoare. Rezulti

5 60°
cam(xBAD) = = 30°.
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Exercitiul 16, pagina 243

Din datele problemei, avem ca [DA] = [AC] si [DB] = [BC], deci triunghiurile
DAC si DBC sunt isoscele. Atunci (AM este bisectoare in triunghiul isoscel ADAC,
iar (MB este bisectoare in triunghiul isoscel ADBC. Fiind bisectoarele unghiului
opus bazei unui triunghi isoscel, AM si MB vor fi perpendiculare pe CD. Notam
aceasta observatie cu (1):

(1) AM L CD, MB 1 CD.

De asemenea, AM si MB sunt medianele laturii CD, deci vom avea ca [MD] =
[MC]. Notam aceasta relatie cu (2):

(2) [MD] = [MC].

Din (2), obtinem cd EM este mediana in triunghiul echilateral AEDC, deci EM
1 CD. Notam aceasta concluzie cu (3):

(3) EM L CD.

Din (1) si (3) obtinem ca punctele E, B, M, A sunt coliniare, deoarece EM,
BM si AM sunt perpendiculare pe CD si mediatoare 1n triungHiurile
corespunzatoare lor.

Exercitiul 17, pagina 243

Triunghiul MQR este echilateral, deci echilateral avem [MR] = [MQ] = [RQ]
si m(XQRM) = m(XMQR)= m(XRMQ)= 60°.

Triunghiul MOP este echilateral, deci echilateral avem [MO] = [MP] = [OP]
si m(XMOP) = m(<xMPO)= m(XOMP)= 60°.

MQ = MN — QN
PN = MN — MP = MQ = PN.
MP = QN (ipoteza)
m(XOMR) = m(XOMP) + m(XPMR), deci m(XOMR) = 120°.
m(<OPN) = 180° — m(xOPM), deci m(<OPN) = 120°.

m(<NQR) = 180° — m(XMQR), deci m(XNQR) = 120°.
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[MR] = [PN] =[RQ] Y}, , .
LOMR = 20PN = <NQR; == ARMO = ANPO= ARQN
[MO] = [OP] = [NQ]

Din congruenta celor trei triunghiuri, obtinem ca [OR] = [ON] = [NR], deci
triunghiul ANOR este echilateral, avand toate cele trei laturi congruente.

11. Proprietatile triunghiului dreptunghic
Exercitiul 4, pagina 245
. . BC .
Din Teorema medianei avem relatia AA" = - adica 2+ AA" = BC. Rezulta
caBC=2-6cm=12cm.
Cum m(<B) este egala cu 90° — m(xC), adica

m(&xB) = 90° — 60° = 30°, putem aplica Teorema unghiului de 30°. Din
12 cm

. o BC .
aceasta teorema obtinem cd AC = - adica AC = = 6 cm.

Exercitiul 11, pagina 246

Cum AM este inaltime in triunghiul ABC, rezultd ca este perpendiculara pe
latura BC. Astfel, triunghiul AABM este dreptunghic in M.

A

M P

Cum masura unghiului ABM este de 30°, putem aplica Teorema unghiului de

AB
30° in triunghiul AABM. Obtinem ca AM = PR

AB
Cum NP este linie mijlocie in triunghiul AABC, rezultd ca NP = -

Obtinem ca: AM + NP =%+%=% = AB.
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Exercitiul 36, pagina 248

Triunghiul AABC este isoscel, cu laturile congruente AB si AC, iar AD este
inaltimea sa. Rezulta ca AD este si mediatoarea laturii BC, deci vom avea ca [BD]

= [DC].
i A © e - AB .
Se specifica In cerintd faptul ca BD = PE Deoarece BD si DC sunt

AB
congruente, putem scrie DC = - Cum triunghiul AABC este isoscel, iar [AB]

AC
= [AC], inlocuim pe AB cu AC in proportie si avem DC = - de unde obtinem,

prin aducere la acelasi numitor, AC=2 - DC.
Exercitiul 37, pagina 248

Unghiurile ascutite ale triunghiului AABC sunt ABC si ACB. Stim din ipoteza
ca Intre unghiurile ascutite ale triunghiului existd un raport de inversa

. . ) ) ~ 1 A
proportionalitate. Facem o alegere si scriem m(B) = P m(C). Deoarece

triunghiul AABC este dreptunghic, stim ca:
m(B) + m(C) = 90°.
Din raportul de inversa proportionalitate, obtinem ca:
m(C)=2 - m(B).
Inlocuim in suma masurilor unghiurilor ascutite si obtinem:
m(B) + 2 - m(B) = 90°.

90°
3

De aici, calculim m(B) =

, deci m(B) = 30°.

Avem un unghi de 30° intr-un triunghi dreptunghic, deci putem aplica
Teorema unghiului de 30°, conform careia lungimea laturii AC este egala cu
jumatate din lungimea ipotenuzei BC. Astfel, am demonstrat ca triunghiul are o
laturd, si anume ipotenuza BC, cu lungimea de doua ori mai mare decat lungimea
altei laturi (cateta AC, opusa unghiului de 30°).
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